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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß ôîðìàëüíàß ìîäåëü ìîíèòîðèíãà âû-
÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Ïðèâîäßòñß äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ïîëíîòû
ßçûêà, ïîëó÷àþùåãîñß ïðè îòîáðàæåíèè òðàåêòîðèé âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîöåññà â ñëîâà íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà, à òàêæå äðóãèå ðå-
çóëüòàòû, ñâßçàííûå ñ çàäà÷åé àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà íà
îñíîâå íàáëþäàåìîé äèíàìèêè ìîíèòîðà.
In this paper the formal model of monitoring of computational processes
is considered. The suﬃcient conditions for completeness of a language,
resulting from a mapping of process trajectories into words over some
ﬁnite alphabet, are given. Some other results connteced to the problem
of computational process analysis on the basis of observed dynamics of a
monitor are presented.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìàëüíûé ìîíèòîðèíã; âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-
öåññ.
Keywords: formal monitoring; computational process.
1. Ââåäåíèå. 1.1. Îïðåäåëåíèß. Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ  ýòî ïàðà
(Ω, τ), ãäå Ω  íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîßíèé, τ ⊂ Ω × Ω  îòíîøåíèå ïåðåõî-
äà.
Ñîñòîßíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà  ýòî íåêîòîðûé ýëåìåíò x ∈ Ω. Ñîñòî-
ßíèå â ìîìåíò âðåìåíè t áóäåì îáîçíà÷àòü st.
Îòíîøåíèå ïåðåõîäà τ ñâßçûâàåò ñîñòîßíèß â ñîñåäíèå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàê,
åñëè âîçìîæåí ïåðåõîä âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà èç ñîñòîßíèß s â ñîñòîßíèå s′
çà îäèí øàã, òî ïèøåì τ(s, s′).
Îáîçíà÷èì Dom(τ)  ìíîæåñòâî âñåõ s ∈ Ω, äëß êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò s′ ∈ Ω, òàêîå ÷òî τ(s, s′). Im(τ)  ìíîæåñòâî âñåõ s′ ∈ Ω, äëß êàæäîãî èç
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò s ∈ Ω, òàêîé ÷òî τ(s, s′).
Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñß äåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè äëß êàæäîãî
s ∈ Dom(τ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé s′ ∈ Ω, òàêîé ÷òî τ(s, s′). Â ýòîì ñëó÷àå
áóäåì ïîëüçîâàòüñß áîëåå íàãëßäíûì îáîçíà÷åíèåì s′ = τ(s).
Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñß íåäåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè îí íå ßâëß-
åòñß äåòåðìèíèðîâàííûì. Òî åñòü ñóùåñòâóåò s ∈ Dom(τ), òàêîé ÷òî ìíîæåñòâî
{s′ | τ(s, s′)} ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Òðàåêòîðèåé âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà (Ω, τ) áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîñòîßíèé s¯ = (s0, . . . , sl), ãäå τ(st−1, st) äëß t = 1, . . . , l. Ïîäðîáíåå îá àá-
ñòðàêòíîé òåîðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ ñì. [1, 4].
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Âåçäå íèæå ïî óìîë÷àíèþ ïîëàãàåì, ÷òî Ω = Zn × Rm × F, ãäå F  íåêîòî-
ðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû îäíîçíà÷íî
õàðàêòåðèçóåòñß çíà÷åíèßìè n öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ, m âåùåñòâåííîçíà÷-
íûõ ïåðåìåííûõ è îäíîé êîíå÷íîçíà÷íîé. Îäíàêî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò
ìåñòî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.
1.2. Ôîðìàëüíàß ìîäåëü ìîíèòîðèíãà. Ïóñòü äàí âû÷èñëèòåëüíûé ïðî-
öåññ (Ω, τ) è íåïóñòîå ìíîæåñòâî M . Òîãäà ëþáîå îòîáðàæåíèå pi : Ω→ M çàäàåò
âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîßíèé M è îòíîøåíèåì ïåðåõîäà çà-
äàííûì òàê:
τM (m,m′)­ ∃s, s′ ∈ Ω[pi(s) = m ∧ pi(s′) = m′ ∧ τ(s, s′)].
Èíòóèòèâíî M ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì íàáëþäàåìûõ ñîñòîßíèé ñèñòåìû (çíà÷å-
íèé èíäèêàòîðîâ), pi  ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîñòîßíèßìè ïðîöåññà è çíà÷åíèßìè
èíäèêàòîðîâ, τM îïèñûâàåò íàáëþäàåìóþ äèíàìèêó ñèñòåìû.
Â ýòîé ñòàòüå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà M ßâëßåòñß êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì. Òîãäà âñå âàðèàíòû íàáëþäàåìîé äèíàìèêè ñèñòåìû îáðàçóþò íåêî-
òîðûé ßçûê íàä M , êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü L(Ω, τ, pi). ßçûê L(Ω, τ, pi) ïî
îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç ñëîâ âèäà pi(s¯) = pi(s0) . . . pi(sl), ãäå s¯ ïðîáåãàåò âñå ìíî-
æåñòâî òðàåêòîðèé äëß (Ω, τ).
Áóäåì íàçûâàòü ßçûê L(Ω, τ, pi) ïîëíûì, åñëè îí ñîäåðæèò âñå ñëîâà â àëôàâèòå
M , ò. å. âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî L(Ω, τ, pi) =M∗. Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèß ýòîò
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ìîíèòîðó ñ ìàêñèìàëüíîé èíôîðìàòèâíîñòüþ, ïîñêîëüêó
âûïîëíåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâó-
åò êàêîìó-òî âû÷èñëåíèþ.
1.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü äàí âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ (Ω, τ), íåïó-
ñòîé êîíå÷íûé àëôàâèò M = {1, . . . , p} è îòîáðàæåíèå pi : Ω → M . Îáùåé öåëüþ
íàøåé ðàáîòû ßâëßåòñß èçó÷åíèå ñâîéñòâ ßçûêà L(Ω, τ, pi) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèßõ ïàðàìåòðîâ Ω, τ è pi.
Â ðàçäåëå 2 íàøà öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè åñòåñòâåííûå óñëîâèß íà Ω,
τ è pi, ïðè êîòîðûõ ïîðîæäàåìûé ßçûê ïîëíûé, ò.å. âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî
L(Ω, τ, pi) =M∗.
Â ðàçäåëå 3 ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå âû÷èñëèòåëü-
íîãî ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèß íà äâóìåðíîé ðåøåòêå.
Â ðàçäåëå 4 ðàññìàòðèâàåòñß çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåç î âèäå ôóíêöèè ïåðåõîäà
τ íà îñíîâå àíàëèçà íàáëþäàåìîé äèíàìèêè ñèñòåìû.
2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ïîëíîòû ßçûêà L(Ω, τ, pi).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ (Ω2, τ2) ßâëßåòñß ðàñøèðåíèåì ïðî-
öåññà (Ω1, τ1), ò.å. Ω1 ⊆ Ω2 è τ1 ⊆ τ2. Ïóñòü òàêæå ïðîåêöèß pi2 : Ω2 →M ßâëß-
åòñß ðàñøèðåíèåì äëß pi1 : Ω1 → M (ò.å. îãðàíè÷åíèå pi2 íà Ω1 ñîâïàäàåò ñ pi1).
Òîãäà
L(Ω1, τ1, pi1) ⊆ L(Ω2, τ2, pi2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèß L(Ω, τ, pi).
Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèßõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû åñëè L(Ω1, τ1, pi1) =M∗,
òî L(Ω2, τ2, pi2) =M∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå L(Ω2, τ2, pi2) ⊆ M∗ âûïîëíßåòñß âñåãäà. Îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü |M | = p. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èç p òî÷åê â Ω
òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå τ íà ýòî ìíîæåñòâî îáðàçóåò ïîëíûé ãðàô, òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïðîåêöèß pi, ïðè êîòîðîé L(Ω, τ, pi) =M∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, ïîëó÷àþùèéñß îãðàíè-
÷åíèåì Ω è τ íà óêàçàííîå ïîäìíîæåñòâî èç p òî÷åê. Åãî íóæíî âçßòü â êà÷åñòâå
(Ω1, τ1). Â êà÷åñòâå pi ìîæíî âçßòü ëþáóþ ôóíêöèþ, âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðà-
æàþùóþ ýòî ïîäìíîæåñòâî íà M .
Òåîðåìà 2. Åñëè äëß âñåõ i ∈M âûïîëíßåòñß τ(pi−1(i)) = Ω, òî
L(Ω, τ, pi) =M∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w  ïðîèçâîëüíîå ñëîâî íàä M . Èíäóêöèåé ïî n, äëèíå
w, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñëåíèå s¯ = s1 · · · sn òàêîå, ÷òî pi(s¯) = w.
Áàçèñ èíäóêöèè, n = 1. Â êà÷åñòâå s1 ìîæíî âçßòü ëþáîé ýëåìåíò èç pi−1(w).
Ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî, òàê êàê ïî óñëîâèþ åãî îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåì Ω.
Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, äëß n = k ýòî âåðíî. Ïóñòü òåïåðü w′  ïðîèçâîëü-
íîå ñëîâî äëèíû k + 1, ò.å. w′ = iw, ãäå |w| = k è i ∈ M . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè ñóùåñòâóåò âû÷èñëåíèå s¯ = (s1, · · · , sk), òàêîå ÷òî pi(s¯) = w. Ïî óñëîâèþ
òåîðåìû τ(pi−1(i)) = Ω, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò s0 ∈ pi−1(i), òàêîå ÷òî τ(s0, s1).
Ïîëîæèì s¯′ = (s0, s1, · · · , sk), òîãäà pi(s¯′) = w′.
Ñëåäñòâèå 3. Åñëè äëß âñåõ i ∈M âûïîëíßåòñß τ−1(pi−1(i)) = Ω, òî
L(Ω, τ, pi) =M∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìå 2 ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷è-
åì: ïðè äîêàçàòåëüñòâå øàãà èíäóêöèè áåðåì w′ = wi.
Ìíîæåñòâî J ⊆ Ω íàçûâàåòñß ïîðîæäàþùèì ñëîâî w ∈Mk, åñëè
1. äëß âñåõ x ∈ J âûïîëíßåòñß pi(x)pi(τ(x)) . . . pi(τk−1(x)) = w,
2. åñëè äëß íåêîòîðîãî x ∈ Ω, âûïîëíåíî pi(x)pi(τ(x)) . . . pi(τk−1(x)) = w, òî
x ∈ J .
Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíà ìåðà µ íà Ω, ïðè÷åì µ(Ω) > 0. Åñëè âûïîëíåíî:
1. äëß âñåõ i ∈M ìíîæåñòâî τ(pi−1(i)) ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ Ω,
2. äëß ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ Ω, òàêîãî, ÷òî µ(S) > 0, èìååò ìåñòî
µ(τ−1(S)) > 0,
òîãäà L(Ω, τ, pi) =M∗.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëß ëþáîãî ñëîâà ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùåå åãî
ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñß èíäóêöèåé ïî äëèíå
ñëîâà.
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Áàçèñ èíäóêöèè. Äëß ëþáîãî ñëîâà äëèíû 1 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Ωi = pi−1(i),
òàêîå ÷òî x ∈ Ωi ⇒ pi(x) = i. Ïî óñëîâèþ, τ(Ωi) ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ Ω,
ñëåäîâàòåëüíî, µ(τ(Ωi)) > 0. Òîãäà µ(Ωi) > 0.
Øàã èíäóêöèè. Äîïóñòèì, äëß n = k âåðíî óòâåðæäåíèå: äëß ëþáîãî ñëîâà w
äëèíû k (w ∈Mk) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Jw ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ò.÷. òðàåêòîðèß
ïðîöåññà ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç ýòîãî ìíîæåñòâà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî, áóäåò
èìåòü íà÷àëüíûé îòðåçîê äëèíû k, ñîâïàäàþùèé ñ äàííûì ñëîâîì w :
x ∈ Jw ⇒ (pi(x), pi(τ(x)), . . . , pi(τk−1(x))) = w.
Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëß ñëîâ äëèíû k+1. Ïóñòü w ∈Mk+1. Òîãäà
w = iw′, ãäå i ∈M , w′ ∈Mk.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëß w′ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Jw′ ïîëîæèòåëü-
íîé ìåðû, òàêîå ÷òî
x ∈ Jw′ ⇒ (pi(x), pi(τ(x)), . . . , pi(τk−1(x))) = w′.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, µ(Jw′ ∩ τ(Ωi)) = µ(Jw′) > 0. Ðàññìîòðèì J = τ−1(Jw′ ∩
τ(Ωi)). Òîãäà ïîëó÷àåì µ(J) > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, J  èñêîìîå ìíîæåñòâî ïîëî-
æèòåëüíîé ìåðû.
Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèß âåðíû äëß êàæäîãî ñëîâà w′ ∈ Mk è i ∈ M , ÷òî
äåëàåò âåðíûì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Òåîðåìà äîêàçàíà.
3. Âîññòàíîâëåíèå òåêóùåãî ñîñòîßíèß ïðîöåññà äëß ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèß íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåñ-
ñà, îïèñûâàþùåãî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèß íà äâóìåðíîé ðåøåòêå: Ω = Z2, ò. å.
òåêóùåå ñîñòîßíèå åñòü ïàðà s = (x, y), îòíîøåíèå ïåðåõîäà τ(s, s′) ìîæíî çàäàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(x′, y′) ∈ {(x+ 1, y), (x− 1, y), (x, y + 1), (x, y − 1)}.
Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì øàãó ïðîèñõîäèò íåäåòåðìèíèðîâàííûé åäèíè÷íûé
ñäâèã âäîëü îäíîé èç îñåé.
Ïóñòü M = {1, 2, 3, 4}. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì äâà ìîíèòîðà pi1 è
pi2, êàæäûé èç êîòîðûõ çàäàí ðàçáèåíèåì Ω íà ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèõñß ïîäìíî-
æåñòâà (ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ èç M), èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ðèñ. 1 Ðèñ. 2 Ðèñ. 3
Õîòß ìîíèòîð pi1 âûãëßäèò âïîëíå åñòåñòâåííûì, ïîðîæäàþùèé èì ßçûê íå
ßâëßåòñß ïîëíûì (îí íå ñîäåðæèò ñëîâ 11, 22, 33, 44); äëß pi2 âûïîëíåíû óñëîâèß
òåîðåìû 2, ïîýòîìó L(Ω, τ, pi2) =M∗.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîßíèå s1 ïðîöåññà èçâåñòíî. Áåç ïîòåðè îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s1 = (0, 0) è pi(s1) = 1.
à) Åñëè â êà÷åñòâå ìîíèòîðà âçßòü pi1, òî çíàíèå íàáëþäàåìîé äèíàìèêè
ñèñòåìû pi1(s1), · · · , pi1(sn) íå ïîçâîëßåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñìåùåíèå sn
îòíîñèòåëüíî s1.
á) Åñëè â êà÷åñòâå ìîíèòîðà âçßòü pi2, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé pi2(s1), · · · , pi2(sn) âû÷èñëßåò ñìåùåíèå sn
îòíîñèòåëüíî s1 çà ëèíåéíîå ïî n âðåìß.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà 12121 . . . äëè-
íû n. Åñëè â êà÷åñòâå ìîíèòîðà âûáðàíî pi1, òî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþ-
äåíèé ñîîòâåòñòâóåò ëþáàß òðàåêòîðèß ýòîé äëèíû, â êîòîðîé pi1(s1) = 1 è âñå
ïåðåìåùåíèß ïðîèñõîäßò âäîëü îñè x. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ñìåùåíèß sn îòíî-
ñèòåëüíî s1 èìååò âèä (a, 0), ãäå a  ëþáîå ÷èñëî â äèàïàçîíå [−n, n] òîé æå
÷åòíîñòè, ÷òî è n.
á) Çàìåòèì, ÷òî äëß êàæäîãî ñîñòîßíèß s âñå âàðèàíòû s′, òàêèå ÷òî τ(s, s′),
èìåþò ðàçíûå çíà÷åíèß pi2(s′). Ïîýòîìó ïî èçâåñòíûì s, pi2(s) è pi2(s′) ñîñòîßíèå s′
âîññòàíàâëèâàåòñß îäíîçíà÷íî. Ïðîäåëàâ ýòó ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíî (n − 1)
ðàç ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü sn ïî èçâåñòíûì s1 è pi2(s1), · · · , pi2(sn).
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ðàññìîòðåòü ìîäèôèêàöèþ τ , ïðè êîòîðîé òàêæå âîçìî-
æåí âàðèàíò, êîãäà ñîñòîßíèå íå ìåíßåòñß, ò. å.
(x′, y′) ∈ {(x, y), (x+ 1, y), (x− 1, y), (x, y + 1), (x, y − 1)}.
òî àíàëîã ïóíêòà (á) òåîðåìû 4 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè |M | = 5 è pi, èçîáðà-
æåííîì íà ðèñ 3.
4. Ïðîâåðêà ãèïîòåç. Ïóñòü (Ω, τ1) è (Ω, τ2)  äâà âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññà
íà îäèíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîßíèé Ω.
Íåôîðìàëüíî, ýòè äâà ïðîöåññà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãèïîòåçû î âíóò-
ðåííèõ çàêîíàõ ïîâåäåíèß ñèñòåìû. Â ýòîì êîíòåêñòå öåëü ìîíèòîðèíãà ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû âûßñíèòü, êàêàß èç ãèïîòåç ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîñòè. Äëß ýòîãî ïðî-
åêöèß pi äîëæíà áûòü âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ßçûêè L(Ω, τ1, pi) è L(Ω, τ2, pi)
áûëè ìàêñèìàëüíî ðàçëè÷íûìè.
Òåîðåìà 5. à) Ïóñòü |M | = 2. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåñîâïàäàþùèå τ1, τ2, òàêèå
÷òî äëß ëþáîãî pi : Ω→M ßçûêè L(Ω, τ1, pi) è L(Ω, τ2, pi) ñîâïàäàþò.
á) Ïóñòü |M | = 3. Òîãäà äëß ëþáûõ íåñîâïàäàþùèõ τ1 è τ2 ìîæíî ïîñòðî-
èòü pi : Ω → M òàêîå ÷òî ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî ñëîâî äëèíû 2,
îòëè÷àþùåå ßçûêè L(Ω, τ1, pi) è L(Ω, τ2, pi).
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïîëîæèì Ω = {1, 2, 3}, τ1 = Ω × Ω, ò.å. â ïåðâîì ñëó÷àå
ãðàô ïåðåõîäîâ ßâëßåòñß ïîëíûì, âî âòîðîì ýòî îðèåíòèðîâàííûé òðåóãîëüíèê ñ
ïåòëßìè íà âåðøèíàõ τ2 = Ω×Ω\{(1, 2), (2, 3), (3, 1)}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè |M | =
2 òî âñå ñþðüåêòèâíûå pi ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, è L(Ω, τ1, pi) =
L(Ω, τ2, pi) =M∗.
Åñëè pi íå ßâëßåòñß ñþðüåêòèâíûì, ò. å. âñå ýëåìåíòû Ω îòîáðàæàþòñß â îäèí
ýëåìåíò èç M , òî ðàâåíñòâî òîæå òðèâèàëüíî âûïîëíßåòñß.
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á) Ïîñêîëüêó τ1 è τ2 ðàçëè÷íû, òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∃W ⊆ Ω ( τ2(W ) \ τ1(W ) 6= ∅ ).
Âûáîð ôóíêöèè pi çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèß ìíîæåñòâ W è τ2(W ) \
τ1(W ). Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àß.
Ñëó÷àé 1. τ2(W ) \ τ1(W ) ⊆W. Îïðåäåëèì ïðîîáðàçû äëß ýëåìåíòîâ M òàê:
pi−1(1) = τ2(W ) \ τ1(W );
pi−1(2) =W \ pi−1(1);
pi−1(3) = Ω \ (pi−1(1) ∪ pi−1(2)).
ÏîñêîëüêóW = pi−1(1)unionsqpi−1(2) è τ1(W )∩pi−1(1) = ∅, òî ñëîâà 11 è 21 íå ñîäåðæàòñß
â L(Ω, τ1, pi). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò s ∈ W òàêîå, ÷òî τ2(s) ∈ pi−1(1),
ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ ñëîâ ñîäåðæèòñß â L(Ω, τ2, pi).
Ñëó÷àé 2. τ2(W ) \ τ1(W ) 6⊆W. Ïîëàãàåì
pi−1(1) = τ2(W ) \ (τ1(W ) ∪W );
pi−1(2) =W ;
pi−1(3) = Ω \ (pi−1(1) ∪ pi−1(2)).
Òîãäà ñëîâî 21 ñîäåðæèòñß â L(Ω, τ2, pi), íî íå ñîäåðæèòñß â L(Ω, τ1, pi).
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